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4x4 TIPINDE MATRISLERIN DETERMINANTLARINI
HESAPLAMADA ALTERNATIF BiR YONTEM

Selim MALTEPELER!
Oz

Bu c¢aliymada 4. mertebeden determinantlarin hesaplanmasinda
kullanilabilecek alternatif bir yontemin gelistirilmesi amaglanmistir. Bu
amag dogrultusunda; Laplace ve Chio acilimlari gibi genel determinant
hesaplama yontemlerinden farkli olarak, 3. mertebe determinantlarin
hesaplanmasinda  kullanilan  Sarrus kuralina benzer bir yontemin
olusturulmasina ¢alisilmistir. Bu kapsamda 4x4 tipinde genel bir matrisin
determinanti Laplace a¢ilimi ile hesaplanmis ve ayni determinant degerini
hesaplayabilen yeni bir yontem gelistirilmistir. Gelistirilen yontem dort
asamadan olusmaktadir. Ilk ii¢ asamada bir takim siitun degisiklikleri ile
birlikte bazi satirlar tekrar yazilarak ilgili ¢apraz ¢arpimlar yapilip
belirtilen isaretler alinarak toplanir. Dordiincii asamada ise, ilk ti¢
asamada elde edilen toplamlar toplanir ve matrisin determinanti elde edilir.
Soz konusu yontem Sarrus kuralina benzer capraz ¢arpimlar iceren bir
yontemdir.

Anahtar kelimeler: Determinant, 4x4 matrislerin determinant hesabu,
Sarrus kurali, Laplace agilimi.

An Alternative Method for Calculating Determinants of 4x4
Type Matrices

Abstract

In this study, it is aimed to develop an alternative method which can
be used in the calculation of determinant of 4th order. In accordance with
this purpose; Unlike general determinant calculation methods such as
Laplace and Chio expansions, it is tried to create a method similar to the
Sarrus rule used for the calculation of the third order determinants. In this
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context, determinant of a 4x4 general matrix is calculated by Laplace
expansion and a new method is developed to calculate the same determinant
value. This method is developed in four steps. In the first three steps, some
of the lines are rewritten with some column changes, the related cross
products are made, and the specified marks are taken and added. In the
fourth stage, the sums obtained in the first three steps are summed and the
determinant of the matrix is obtained. In other words, this method is a
method involving cross-products similar to Sarrus' rule.

Key words : Determinant, Determinant of 4x4 matrices, Sarrus rule,
Laplace expansions.
GIRIS

Determinantlar matematikte lineer cebirin bir konusu olmakla birlikte,
gerek miihendislik gerekse fen bilimlerinde yaygin olarak uygulama alani
bulabilmektedir. Bilinmeyen sayisi ile denklem sayisinin birbirine esit
oldugu karesel lineer denklem sistemlerinin ¢6ziim kiimelerinin bulunmasini
saglayan ve Cramer Yontemi olarak adlandirilan yontem determinant
hesabmni icermektedir (Sabuncuoglu, 2008). R3 vektér uzaymda iki
vektoriin vektorel carpimi ile ii¢ vektoriin karma carpimi determinant ile
hesaplanabilmekte ve bu determinant degerleri sirasiyla, s6z konusu
vektorlerin belirledigi paralelkenarin alani ile paralel yiizliiniin hacmine
karsilik gelmektedir (Lipschutz ve Lipson, 2009). Ayrica ¢esitli mithendislik
alanlarinda 6nemli bir yeri olan 6z deger problemlerinin ¢6ziimii de
determinantlarin uygulama alanlarindandir (Argiin, Arkan, Bulut,
Halicioglu, 2014).

Determinant kavramini en basit sekliyle, nxn tipinde bir karesel
matrisi bir reel say1 ile eslestirme olarak tanimlayabiliriz. Kavramin formal
tanimi ise su sekilde verilebilir. R birimli ve degismeli bir halka, n bir
pozitif tamsayr olsun. O zaman her A = [al-j] € R™™" igin det(A) =
Yoes,(SgN0)aA145(1) - Ang(n) seklinde taniml det: R™" — R fonksiyonuna

determinant fonksiyonu ve det(4A) ya A matrisinin determinanti denir
(Argiin vd., 2014). Mertebe n biiyilidiik¢ce bir determinant1 yukarida verilen
formal tanima gore hesaplamak oldukc¢a zahmetli bir istir (Sabuncuoglu,
2008). Mertebe n = 1 ve n = 2 i¢in determinant hesab1 sirasiyla; det(A) =

_ _ |91 Q12
@l = ary ve det(a) = |2 22
n =3 ig¢in ise bir takim pratik yontemler mevcuttur. Yapilan literatiir
taramasinda n = 3 icin Sarrus kurali, U¢gen kurali, Dodgson yontemi,
Chio agilim1 ve Hajrizaj yontemi gibi pratik yontemlerle karsilasilmistir

| = Q41.022 — Aq2-Ay1 olup kolaydir.
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(Ahmed ve Bondar, 2014; Hazrizaj, 2009). Bu yontemlerden en yaygin
olani Sarrus kuralidir. Sarrus kuralina gore 3. mertebeden bir determinant
hesaplanirken Sekil 1 de goriildigl tzere; ilk iki siitun {igiincii siitunun
sagina yazilarak cizgiler tizerindeki terimler carpilir ve ilgili isaret alinarak
toplanir (Eves, 1980). Buna gore; det(A4) = a11a,2033 + a12053031 +
Q13051035 — Aq305,037 — A1102303, — A120,1a33 Olarak bulunur. Benzer
sekilde ilk iki satir tiglincii satirin altina yazilarak da Sekil 2 de gorildigi
gibi determinant hesaplanabilir.

i a1z )
+ 3 -
a
Qar ty;
Selal 1. Sarmus Kurali Sekal 2. Sarmus Kurali

Ancak mertebe n >4 oldugu durumlarda determinant hesabi igin
pratik yontemler s6z konusu degildir (Argiin vd., 2014). Bu nedenle Laplace
acilimi olarak adlandirilan genel bir hesaplama yontemi kullanilmaktadir.
Bu ydnteme gore bir A = [a;;| € R™™ matrisinin determinanti, herhangi bir
satir veya herhangi bir siitunun elemanlar1 ile bu elemanlara ait
kofaktorlerin carpimlarinin toplamlarina esittir (Lipschutz ve Lipson, 2009).
Yani; det(A) = ajAix + apAip + -+ + ainAin = Xjog a;jA;j veya
det(A) = alell- + azl-Az,- + e+ an,-An,- = ?=1 ai,-Al-,- dir. Laplace
acilimi gibi determinantlar i¢in benzer bir genel hesaplama yontemi de Chio
acilimidir. Bu yoOntem hesaplanacak determinantin her bir adimda bir
mertebe indirgenmesini igermektedir (Eves, 1980). Buna goére bir A =
[a; j] € R™™ matrisinin determinanti;

|a11 iz a;;  dps ai a1n|

azy Az Az1 Gzl ™ Az azn

|a11 iz a;;  dps ai a1n|

det(A) = ——=|las1 azl laz; assl ™ lag; as,
a1 : : -, :

|a11 iz ai;  dzs aiq a1n|

an1 an2 an1 ans3 - Ap1  Qnn

ile hesaplanir.
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Dodgson ve Chio yontemini temel alan bir baska yontemde ise,
n. mertebeden |A| determinantinda; (n — 2). mertebeden i¢ determinant
|B| ve |A| determinantini olusturan (n — 1). mertebeden determinantlar |C]| ,
D[, |E|, MWommkiume,deﬂA)=T%-:gll?:
hesaplanir (Salihu, 2012).

Mertebesi n =4 olan determinantlarin hesaplanmasinda pratik
yontemlerin olmayisi, s6z konusu determinantlarin hesaplanmasi igin
“Sarrus kuralina benzer yeni bir yontem gelistirilebilir mi?”” sorusunu akla
getirmektedir.

, |B| # 0 olarak

AMAC

Bu c¢alismada 4. mertebeden determinantlarin  hesaplanmasinda
kullanilabilecek alternatif bir yontemin gelistirilmesi amaglanmistir. Bu
ama¢ dogrultusunda; Laplace ve Chio agilimlari gibi genel determinant
hesaplama yontemlerinden farkli olarak, 3. mertebe determinantlarin
hesaplanmasinda kullanilan Sarrus kuralina benzer bir yOntemin
olusturulmasina ¢alisilmistir.

YONTEM
Ay Az 4z Qg
. . - : 1 by b3 b, .
Oncelikle 4x4 tipinde genel bir A = G ¢ G matrisi
d, d, d; d,

aliarak determinanti Laplace agilimi ile hesaplanmistir. Laplace acilimi 1.
satira gore uygulandiginda;

det(A) = a;b,c3dy + a;bycyds + a1bscad, + aybucsdy + aybicads +
a,bsc;d, + asbyc,dy + asbycid, + azb,cudy + agbscy,dg +
asb,c3d, + asb,cids — a;byc3d, — a;by,cuds — agbscydy, —
a,b;c3d, — aybucid; — aybycady — azbyc,d; — azbicyd, —
azbyci1dy — agbycds — agbzcid; — agbyczdy

bulunmustur. det(A) degerinin {1,2,3,4} kiimesi iizerinde tanimlanan tiim
permiitasyonlarin sayist olan 4! = 24 adet dortlii carpimin toplam veya
farkindan olustugu gézlemlenmistir. S6z konusu 24 adet dortlii carpimi elde
edebilmek i¢in Sarrus kuralina benzer sekilde, A matrisinin ilk ¢ satiri
dordiincii satirin altina yazilarak capraz carpimlar yapilmis ve uygun
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isaretler verilerek 24 adet dortlii carpimdan 8 adedi elde edilmistir. Geriye
kalan 16 adet dortlii ¢arpimu elde edebilmek i¢in A matrisinde 6nce 2. ve 3.
siitunlarin sonra da 3. ve 4. siitunlarin yerleri karsilikli olarak degistirilmis
ve her siitun degisiminin ardindan ilk ii¢ satirin dordiincli satirin altina
yazilarak ¢apraz ¢arpimlarinin yapilmasi islemi tekrarlanmistir. Elde edilen
tim dortlii carpimlarin toplaminin, Laplace acgilimi ile hesaplanan det(A)
degerine esit oldugu dogrudan ispat yontemi ile gosterilmistir.

BULGULAR
Ilk U¢ Satirin Dérdiincii Satirin Altina Yazilmasi

A matrisinin ilk ti¢ satir1 dordiincii satirin altina yazilarak Sekil 3 de
gosterilen ¢apraz ¢arpimlar yapilip belirtilen isaretler alindiginda elde edilen
dortlit ¢arpimlarin toplami D; olsun. Bu durumda D; = a;b,c3d, +
asb,cid, + agbscydy + aybicud; — agbicyd; — azbscyd; — ajbycsd, —
asb,c,d, olarak bulunur.

Sekil 3. ilk Uc Satirm Dérdiincii Satirm Altina Yazilmasi
Ikinci ve Uciincii Siitunlarin Yer Degistirmesi

A matrisinde 2. ve 3. siitunlarin yerleri karsilikli olarak degistirildikten
sonra ilk li¢ satir dordiincii satirin altina yazilarak Sekil 4 de gdsterilen
capraz carpimlar yapilip belirtilen isaretler alindiginda elde edilen dortlii
carpimlarin toplami D, olsun. Bu durumda D, = a,b,c3d, + asb,c,d, +
a,b,co,ds + aybzcidy — abscydy — azbucids — agby,c3d — azbicad,
olarak bulunur.
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+ 0 4+

Sekil 4. Ikinci ve Ugiincii Siitunlarm Yer Degistirmesi
Uciincii ve Dordiincii Siitunlarin Yer Degistirmesi

A matrisinde 3. ve 4. siitunlarin yerleri karsilikli olarak degistirildikten
sonra ilk {i¢ satir dordiincli satirin altina yazilarak Sekil 5 de gosterilen
capraz ¢arpimlar yapilip belirtilen isaretler alindiginda elde edilen dortlii
carpimlarin toplami D5 olsun. Bu durumda D; = asb;c,d, + aybscsd; +
a,bzc,d, + ayb,c1d; — aybycuds — agbscid, — azbyc,dy — aybic3d,
olarak bulunur.

Sekil 5. Ugiincii ve Dérdiincii Siitunlari Yer Degistirmesi
Elde Edilen Dortlii Carpimlarin Toplanmasi

Sekil 3, Sekil 4 ve Sekil 5 ile elde edilen D;, D, ve D3 degerlerini
topladigimizda;

D, + D, + D3 = a;b,c3dy + a;bycods + aybscyd, + aybycsdy +
a,bic,ds + aybzcidy + azbyc,dy + asbyucid, +
asb,c,d; + a,bsc,dy + agbic3d, + agbycids; —
aybyc3d; — abycads — arbscydy, — azbicsdy —
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azbycid; — azbscady — azbycydy — agbycyd, —
asbycidy — agbicyds — agbscid; — agbycsdy

degeri bulunur. Elde edilen bu deger ile Yontem boliimiinde Laplace agilimi
ile elde edilen det(A) degeri karsilastirildiginda det(A) = D; + D, + Ds
oldugu gortiliir.

SONUC VE TARTISMA

4x4 tipindeki karesel matrislerin determinantlarinin hesaplanmasinda
kullanilabilecek alternatif bir yontemin gelistirilmesinin amaglandigi bu
caligmada; genel determinant hesaplama yontemlerinden farkli olarak,
tclincli mertebe determinantlarin  hesaplanmasinda kullanilan  Sarrus
kuralina benzer bir yontemin olusturulmasia c¢alisilmistir. Bu kapsamda
geligtirilen yontem dort asamadan olusmaktadir. Birinci asamada;
determinant1 hesaplanacak olan A matrisinin ilk {i¢ satirt dordiincii satirin
altina yazildiktan sonra Sekil 3 de goriilen capraz c¢arpimlar yapilip
belirtilen isaretler alinarak toplanir. Ikinci asamada; A matrisinin ikinci ve
ticlincii stitunlart karsiliklt olarak degistirildikten ve ilk ii¢ satir dordiincii
satirin altina yazildiktan sonra Sekil 4 de goriilen ¢apraz ¢arpimlar yapilip
belirtilen isaretler alinarak toplanir. Ugiincii asamada; A matrisinin iigiincii
ve dordiincii siitunlar1 karsilikli olarak degistirildikten ve ilk ii¢ satir
dordiincii satirin altina yazildiktan sonra Sekil 5 de goriilen ¢apraz ¢carpimlar
yapilip belirtilen isaretler alinarak toplanir. Dordiincii agamada ise, ilk {i¢
asamada elde edilen toplamlar toplanir ve sonu¢ olarak A matrisinin
determinanti hesaplanmis olur. Elde ettigimiz yontemimizin bir uygulamasi
asagida verilmistir:

2 1 3 -1
2 0O 3 1 2 . .
Ornek olarak A = 2 3 3 1 matrisini alalim. A4 matrisinin
4 0 -1 1

determinant1 Laplace agilimi ile hesaplandiginda det(A) = 20 olarak
bulunur. Ayni matrisin determinantin1  gelistirdigimiz yontemimiz ile
hesaplamak istedigimizde; Sekil 6, Sekil 7 ve Sekil 8 de goriilen birinci,
ikinci ve li¢lincii agsamalara ait ¢capraz carpimlari yapar ve toplarsak,
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+

+
+

Sekil 6. Birinci Asama ___ Sekil 7. Ikinci Asama Eekil 8. Ugiincii Asama

D, =2331-03.(-1.(-1) + (=2).032 - 41.1.1 + (-1).1.3.4 —
23.02+1.(-1).1.0—13.3.(=2) = 18 — 4 — 12 + 18 = 20

D, =—-2131+03.0.(-1) — (=2).(-1).1.2 + 4.3.3.1 — (-1).3.3.4 +
2.3.(=1).2-1.03.0+1.1.1.(-2) = -6 -4+ 36+ 36 — 12 —
2 =48

D; = —23.1.(=1) + 03.1.3 = (=2).0.(-1).1 + 4.1.2.3 — 3.2.3.4 +
1.1.02=3.1.1.0+ (=1).(=1).3.(-2) =6 + 24 — 72 — 6 = —48

det(A) =D, + D, + D; = 20 + 48 — 48 = 20 olarak elde edilir ve bu
degerin A matrisinin Laplace ag¢ilimi ile hesaplanan determinant degeri ile
ayni oldugu goriiliir.

Verilen 6rnek uygulamada da goriildiigii lizere, ¢aligmanin amaci
dogrultusunda gelistirilen yontemin Sarrus kuralina benzedigi ve Sarrus
kurali ile yapilan g¢apraz ¢arpimlarin benzer sekilde ii¢ kez uygulandigi
gorilmektedir.

Gelistirilen yontemde, Laplace aciliminda oldugu gibi kofaktorlerin
hesaplanmasina veya Chio agiliminda oldugu gibi daha diisiik mertebeden
determinantlarin hesaplanmasina ihtiyag¢ yoktur.

ONERILER

Calismanin  amacit dogrultusunda 4. mertebe determinantlarin
hesaplanmasi igin gelistirilmis olan bu yontemin daha biiyiik mertebeden
determinantlarin hesaplanmasinda kullanilabilirligi arastirilabilir ve Laplace
acilimi gibi genel bir determinant hesaplama yontemi olup olamayacagi
gosterilebilir.
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EXTENDED SUMMARY

An Alternative Method for Calculating Determinants of 4x4
Type Matrices

In this study, it is aimed to develop an alternative method which can
be used in the calculation of determinant of 4th order. In accordance with
this purpose; Unlike general determinant calculation methods such as
Laplace and Chio expansions, it is tried to create a method similar to the
Sarrus rule used for the calculation of the third order determinants.

Primarily, its determinant is calculated with Laplace expansion taking
a 4x4 general

g Gy G g

_|Bs B, by b, . o .
A= 6, ¢ ¢ ¢ matrix. When Laplace expansion is applied

according to first line;

det(A) = a,b,cqd, + a,byc,dy +a,bycad, + abycqdy + aybycad; +
a,bgc,d, + azb,cod, + agbycid;, + azbyc.d, +agbyo,d, +
aybycyd, + aybycidy — aybycgd, — aybycyd; —a byc,d, —
a,byc.d, — a,b,c,dy — azbyc,d, — agbyc,dy —agbicyd, —
azb,cid, — azbic,dy — azbscyd, —aybycgdy

is found. It is observed that det(4) value is formed by quadruple
multiplication aggregate or difference of 4! = 24 which is the number of all
permutations and defined upon {1,2,3,4} cluster. Similar to Sarrus rule, the
question to obtain 24 times quadruple multiplication , cross muplications are
made by writing down the first three line of A matrix below the fourth line
and 8 of 24 times quadruple multiplication is obtained by giving
appropriate  marks. To obtain the remaining 16 times quadruple
multiplication ,in A matrix, first ;the location of 2nd and 3rd columns then
the location of 3rd and 4th columns is mutually exchanged and after every
column change the process of cross multiplication is repeated by writing
down the first three line below the fourth line . It is indicated by the direct
proof method that all aggregates of quadruple multiplications obtained are
equal to det(4) value which is calculated with Laplace expansion.



